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OB OOTOM CnELi;HAJIbHOM CJIYHAE OBOBmEHHOH 
nPOBJIEMbI OKPy^CEHHH 

B. r. Hah^ehko, K). Jl. Opjiobhh 

For a given finite class of finite graphs 'K, a graph G is called a realization of 'K if the 
neighbourhood of its any vertex induces the subgraph isomorphic to a graph of We consider 
the following problem known as the Generalized Neighbourhood Problem (GNP): given a finite 
class of finite graphs ^K, does there exist a non-empty graph G that is a realization of ^K? In 
fact, there are two modifications of that problem, namely the finite (the existence of a finite 
realization is required) and infinite one (the realization is required to be infinite) . In this paper 
we show that GNP and its modifications for all finite classes 'K of finite graphs are reduced to 
the same problems with an additional restriction on !K . Namely, the orders of any two graphs 
of !K are equal and every graph of has exactly s (s ^ 1) dominating vertices. 

BBe^eHHe 

npo6jieMbi cymecTBOBaHHH h eflHHCTBeHHOCTH rpa(J)a G c saflannbiM SHaneHHeM HeKOToporo 
HHBapnaHTa /(G) saHHMaiOT b TeopHH rpa4)0B BHflHoe MecTO. K hhm othochtch, b nacTHOCTH, 
HSBecTHasi npo6jieMa OKpyjKeHHii [6, 28]: cymecTByeT jih cbhshbih rpacj) G, OKpy>KeHHe Ka^Kfloft 
BepniHHBi KOToporo nopoKflaeT noflrpacj), HSOMopcJjHbiH flaHHOMy KOHeHHOMy rpa4)y H, h ccjih 

CymeCTByeT, to eflHHCTBeHHblH jih C TOHHOCTblO flO H30M0p4)H3Ma? 

npo6jieMa OKpy>KeHHft cjiyjKHT KjiaccHnecKHM npHMepoM sa^anH BOCCTaHOBjieHHH [6] h pemena 
fljiH pasjiHHHbix rpacJjOB H [1-3, 8-10, 12-13, 15-21, 23, 24, 26, 27]. Ona paccMaTpnBajiacb b 

CBH3H C BOnpOCaMH TCOpHH aBTOMaTOB, TCOpHH rpynn, TeopHH KOneHHblX reOMeTpHH H B CBH3H c 
npHJIOHCeHHHMH B BblHHCJIHTejIbHOH TeXKHKC. 

B flajibHelimeM nofl zpa^oM G = iVG, EG) noHHMaeTca jiOKajibHO KonenHbiH 
HeopHeHTHpoBaHHbift rpacj) 6e3 neTCJib h KpaTHbix pe6ep c ne 6ojiee hcm chcthbim MHoacecTBOM 
BepniHH VG H HenycTbiM mhohccctbom pe6ep EG. 

Bee noHHTHH, He OHpe^ejienHbie b CTaTbe, mojkho nafiTH b KHHrax [5-7, 11]. 

Hhcjio \VG\ BepniHH KOHeHHoro rpacjja G nasbiBaeTCH ero no/)jj(3KOJM h o6o3HaHaeTCH nepes 

KAaccoM rpacJjOB nasbiBaeTCH Jiio6oe MHoacecTBO KonenHbix rpacJiOB, pasjinnaeMbix c TOHHOCTbio 

flO H30M0p4)H3Ma. 

FpacJ) HasbiBaeTCH uempueuaAbHUM, ecjin jih6o oh CBHsen, jih6o cpeflH ero cbhshbix KOMHonenT 

HeT H30M0p4)HbIX. 

MnoHcecTBO Bcex Bepmnn rpacjja G, CMeacHbix c neKOTopoH BepniHHOH v, nasbmaeTca 
OKpycucenueM eepiuuHU v h o6o3HaHaeTCH nepes N{v,G). "4hcjio degQV = \N{v,G)\ - cmenenb 
eepmuHu v. Ecjih rpacj) G sacJjHKCHpoBaH, to N{v,G) o6o3HaHHM npocTO nepes N{v). 

EcjiH U C VG, TO G{U) - HOflrpacJ) rpacjja G, HopojKflenHbiH MHoacecTBOM Bepmnn U. 

IIgjigjkhm N{G) = {{G{N{v)) : v G VG)}, r^e (9") - MaKCHMajibHoe ho BKjiioHeHHio MHOJKecTBO 
HonapHO HeH30Mop4)Hbix rpacJjOB ceMeficTBa 3". 

^JIH HeKOTOpblX rpacJjOB mm HCHOJIbSyeM CTaH^apTHbie 0603HaHeHHH: Kn, On, Cn, Pn 

- cooTBeTCTBeHHO HOJiHbiH rpacj) (KjiHKa), HycToft rpacj), npocTOH d;hkji h npocTasi D;eHb c n 

BepniHHaMH, Km,n ^ HOJIHblH flByflOJIbHblH rpacj) C flOJIHMH MOmHOCTH m n u. KpoMe Toro, G 

Keywords: local properties of graphs, neighbourhood of a vertex, dominating vertex, algorithmic unsolvability 
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o6o3HaHaeT rpacj), flonojiHHTejibHbiH k G, L{G) - pe6epHbiH rpacj), a G - k-m CTenenb rpacjja 
G. 

ITycTb IK - KOHeHHbiH Kjiacc rpacJjOB. BosHHKaiOT cjie^yiomHe flse sa^aHH [6, 28]. 

1. CymecTBOBaHHe. Hpn KaKOM ycjiOBHH N{G) = "K ^jih HCKOToporo rpacjja G? ^pyrnMH 
cjiOBaMH, Korfla cymecTByeT KaKOH-jiH6o rpacj) G, peajiHsyiomnfi "K? 

2. EflHHCTBeHHOCTb. IlycTb N{Gi) = N{G2) = "K ^jih neKOTopbix rpacJjOB Gi h G2. IlpH 
KaKOM ycjiOBHH OTcro^a sbiTCKaeT h30mop4)H3m Gi = G2? 

npo6jieMbi cymecTBOBaHHa h eflHHCTBeHHOCTH rpacjja G c sa^anHbiM SHaneHHeM HHsapHaHTa 
N{G) HasbisaiOT o6o6meHHOu npo6AeMOU OKpyotceHuu. FpacJ) G, yflOBjieTBopHion],HH ycjiOBHio 
N(G) = K, HasbiBaeTCH peaAU3ait,ueu Kjiacca J{ hjih AonajibHo 'K-spacfyoM, a Kjiacc "K - 
peaAUsyeMUM KjiaccoM rpacJjOB. B nacTHOCTH, ecjin Bce rpa4)bi Kjiacca K hsomopcJjhbi o^HOMy 
rpacjjy H, to jiOKajibHO JC-rpacJ) mm nasbmaeM JionajibHO H -zpa^oM hjih npocTO peaAuaau^ueu 
rpacjja H, & H - peajiuayeMUM rpacJaoM. 

Ha pnc. 1 B KanecTBe HjijiiocTpai];HH npHBeflen npHMep nocTpoeHHH peajinsai^HH Kjiacca {-P5, G5} 
Ha ocHOBe npoHSBOJiBHoro njiocKoro Ky6HHecKoro rpacjaa. 



Phc. 1. "JparMeHT nocTpoeHHa peajiHsaiiHH KJiacca {^5,(75}. 

B [1] yKasaHbi npocTbie npHMepbi KjiaccoB K, b nacTHOCTH, cocToamnx h3 o^Horo rpacjja, 
fljiH KOTopbix cymecTByiOT TOJiBKO 6ecK0HeHHbie jiOKajibHO K-rpacJjbi. HosTOMy b flajibHefiineM 
ecTecTBeHHO pasjinnaTb KonenHbie h 6ecK0HeHHbie peajiHsai^nn, T.e. HsynaTb mhohccctbo {G : 
N{G) = !K} npn cooTBCTCTByromnx rjio6ajibHbix orpanHHennHx na rpacj) G. B stom cjiynae 
coflepjKaTejibHbi ^se cjieflyiomHe sa^anH. 

3. npo6jieMa f-peajiHsyeMOCxH. Ho sa^aHHOMy KOHCHHOMy Kjiaccy rpacJjOB "K, 
BbiHCHHTb, cymecTByeT jih KOHeHHbifi rpacj) G, peajiHsyiomnfi !K? 

4. npo6jieMa i-peajiii3yeMOCTii. Ho sa^aHHOMy KoneHHOMy Kjiaccy rpacJjOB ?f, 
BbiHCHHTb, cymecTByeT jih HeTpHBHajibHbiH 6ecK0HeHHbiH rpacj) G, peajiHsyiomnii !K? 

EcjiH npn 3T0M Kjiacc 'K cocTOHT H3 rpacJjOB, n30Mop4)Hbix HCKOTopoMy rpacjjy H, 
TO nojiynacM cooTBeTCTBenno cnevL.uaAhHue npo6jieMbi / -peajinsyeMOCTH h i -peajiHsyeMOCTH. 
IlHTepecHO OTMCTHTb, HTO, KaK 6bM0 HOKasaHO B. K. ByjiHTKO [3, 4], B Kjiacce Bcex KonenHbix rpacJjOB 
cneLi,HajibHa5i npo6jieMa i -peajrnsyeMOCTH ajiropHTMnnecKH nepaspemnMa, T.e. cnpaBefljiHBa 

TeopeMa 1. HeeosMoofceu ajizopimM, pacnosnaKiuiflLU no npouaeojibuoMy KoueHUOMy zpa(^y 
H cyijuecmeyem Jiu cgmshuu 6ecK0HeHHUu spacj) G, peaAusywinuu H. 

^OKasaTejibCTBO TeopeMbi 1 coctoht b CBe^enHH upoGjieubi CHjibHOH paspeniHMOCTH KonenHoro 
Ha6opa flOMHHO na hjiockocth, KOTopasi sibjihctch MOflHcJjHKai^Heii ajrropHTMHnecKH HepaspeniHMoft 
"yrjiOBOii" npo6jieMbi aomhho [11, 22] k cnei];naj[bHOH npo6j[eMe i -peajiHsyeMOCTH. A hmchho no 
npoHSBOjibHOMy KOHCHHOMy Ha6opy D flOMnno CTponTCH TaKoii KonennbiH rpatj) Hxi, flJiH KOToporo 
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peajiH3aLi,HH cbhshmm 6ecK0He^iHbiM rpa4)0M G cymecTsyeT Tor^a h tojibko Tor^a, Kor^a D chjibho 
paspeniHM na njiocKOCTH. Otmcthm, hto yTBepjK/];eHHe TeopeMbi 1 c^paBe/^JTHBO TaKJKe b pHfle 
flpyrnx cjiynaeB, b nacTHOCTH, Kor^a H - nponsBOjitHbiii HecBHSHbiii, cbhshbih, njiocKHii hjih 
peryjiapHbiii KOHeHHtra rpacja [3, 4]. 

B pa6oTe [4] CBeflenneM npo6jieMbi paspeniHMOCTH KoneHHoro Ha6opa flOMHHO na Tope k 
npo6jieMe / -peajinsyeMOCTH, ycTaHOBjiena 

TeopeMa 2. HeeosMOCHcen aAzopumM, pacnosHamiJu^uu no npouseoAbuoMy KOHeuHOMy KAaccy 
zpa^oe "K cymecmeyem au kohehhuu zpa^ G, peaAuaymmuu IK. 

Bonpoc o TOM, paspeniHMa jih b o6ii],eM cjiynae cnei^HajibHaa npo6jieMa / -peajinsyeMOCTH, 
ocTaeTCJi OTKpbiTbiM (cm., HanpHMep, [14, 23]). B to jkc BpeMH b jiHTepaType HSsecTHBi 
HeTpHBHajiBHbie npHMepbi noflKjiaccoB Kjiacca Bcex KOHennbix rpacJjOB, r^e cnei],HajibHbie npo6jieMbi 
3 H 4 ajiropHTMHHecKH paspeniHMbi. HanpHMep, Kjiacc flepeBbeB [2, 16] hjih 6ojiee mnpoKHil Kjiacc 
rpa4)0B, y KOTopbix KaacflbiH 6jiok - nojiHbiil rpacj) [2, 13]. 

SaMexHM, HTO npn iiajroxeiiHH onpe/];ejreiiiiL.ix MomnocTHbix orpauHHenHit na 6jiokh nocjieflHHii 
Kjiacc 6yflyT o5pa30BbiBaTb "njiOTHbie" rpa4)bi [19, 23]. Kjiacc D rpacJjOB 6yfleM nasbmaTb 
nAoruHUM, a caMH rpacjjbi G G D - nAomnuMU, ecjin BbinojinaiOTCH cjie^yiomHe ycjiOBna: 

a) cymecTByeT Taxaa cJjyHKi^HH £ : N — > N, hto lim E{n)/'n? = c, r^e c - KOHCTanTa, c > 0; 

n— >oo 

6) HHCJio pe5ep KajK^oro rpacjja G G Tl nopH^Ka n iie Meiibine £(n). 

^jiH MHornx njiOTHbix rpa4)0B nacTO y^aeTca peniHTb ne TOjibKO Bonpoc o cymecTBOBaHHH 
KaKOH-JiH6o peajiH3ai],HH, no h nojiynnTb nojinoe onncaHHe BceBOSMOiKHbix (b tom nncjie h 
6ecK0HeHHbix) peajiH3aLi,HH. HanpHMep, b [26] flOKasano, hto ecjin naTypajibnbie nncjia t n r 
CBHsanbi nepaBencTBOM 

3r < 3i + ^/8(t^^ + 4, 

TO t -peryjiHpnbiil rpacj) nopa^Ka r peajiHsyeM Tor^a n TOjibKO Tor^a, Kor^a r — t ^ejiHT r. B 
3T0M cjrynae peajTH3aTi;HH - nojinbiii MHoro/^ojTbHbm rpacj) c 1 + r/(r — t) ^ojihmh nopH^Ka r — t. 
SaMeTHM, HTO B [12] nojiyneno onncanne jiOKajibno i -peryjiapnbix rpacJjOB nopa^Ka r c 6ojiee 
cjia6biM ycjiOBHeM na nncjia t a r, a HMenno t ^ r — s/r — 1/2. 

^pyrne ycjiOBHH peajinsyeMOCTH hjiothbix rpacjaoB MOiKHO naiiTH b [15, 17-19, 23, 27]. Tax 
B [19] K.)iaccH4)HTi;HpoBanbi peajinsyeMbie rpa4>bi nop5i/];Ka r, /];ono.nHHTe.JibHbie k necBJisnbiM 
rpacJjaM c paBHOMomnbiMH KOMnonenTaMH nopH^Ka p. OKasajiocB, hto Bce ohh HCHepnbiBaroTCH 
flonojinenneM flH3T>ionKTnoro o6T>eflHnenHH r/p nojinbix rpa4)0B Kp. 3aMeTHM, hto stot pesyjibTaT 
ne nepeKpbiBaeTCH KjiaccHcj3HKan,Heii JiOKajibno t -peryjiapHbix rpacjaoB, nojiyHennoH b [12, 26], 
h6o b o6in,eM cjiynae ycjiOBne paBnoMon],nocTH KOMnonenT ne BjieneT sa co6oh peryjiapnocTH 
flonojiHHTejTBHoro rpacjja. 

B [27] npHBe^ena xapaKTepnsai^HH jiOKajibno P3 -rpa4)0B Kax pe6epnbix rpa4)0B ot rpa4)0B, 
nojiynaion],HxcH h3 Ky6HHecKHx 0/T,H0KpaTnbiM noflpa36HenHeM pe6ep, n nan^enbi Bce jiOKajibno P„ - 
rpacjDbi fl,jisi n G {1,2,4} h n ^ 5. TaM jkb BbmBjieno onHcanne jiOKajibno C„-rpa(J)OB. 

KjiaccHcJjHKai^HH JiOKajibno -rpa4)0B n jiOKajibno -rpa4)0B npn 2 ^ ^ n — 1 nojiynena b 

pa6oTax [17] h [18] COOTBeTCTBeUHO. yCTanOB JienO , HTO C2jf.^2 ^ ^2k+2 HBJIHIOTCH eflHHCTBeUHblMH, 

OTjiHHnbiMH OT nojinbix peajiHsyeMbiMH rpa4)aMH. 

ycjiOBHH peajiHsyeMOCTii rpacJ^OB, flono.)iHHTe.jibHbix k flepeBbJiM, nanflenbi b [15]. OKa3a.iiocb, 
HTO Kjiacc 7 = {T : T - ^epeBo} coflepjKHT tojibko ^Be cepnH peajinsyeMbix rpa(|)0B, a HMeiino Pn 
H Ki^n, n > 1. OTMeTHM, HTO B [23] nocTpoen 6oj[ee mnpoKHn, neM T\{P„,i^i^„ : n > 1}, Kjiacc 
njiOTHbix rpacjjOB, y KOTopbix OTcyTCTByiOT peajiH3aLi,HH. 

Bojibinoe nncjio pa6oT nocBHmeno nsynennio cbohctb jiOKajibno IK-rpa4)0B b cjiynae, Kor^a 
|!H| > 1 (cm. o63op B [12]). HsBCCTHO, HanpHMep, CTpoenne jroKajibHO KOTpnanryjisipHbix rpacjaoB 
[20]. FpacJ) G o5jiaflaeT cbohctbom KompuamyA^ipHocmu, ecjin ^jih jiio5oh napbi Bepinnn u n v, 
He CMCiKHbix B G, cymecTBycT TpcTbH Bepmnna w Taxaa, hto noflrpacja G{T), HopoiKflennbiii 
MHoacecTBOM T = {u,v,w}, HC coflepjKHT pe6ep h j[io6aH Bepmnna x, ne jieacamaH b T, 
j[h6o CMeacna tojibko c o^hoh Bepmnnon h3 T, j[h6o co bccmh BepinnnaMH ns T. Cbohctbom 



4 



B. r. HaH^eHKO, JO. JI. Opjiosa^ 



KOTpHanryjiapHOCTH o6jiaflaeT, nanpHMep, rpacj), flonojiHHTejibHtiil k pe6epH0My rpa4)y nojiHoro 
rpacjDa Kn- SaMCTHM, hto L{Kn) - njroTHbm rpa(J). 

B o63ope [21] HsynajiHCB neKOTopbie TeopeTHKO-rpacjjOBbie csoiicTBa peajiHsyeMbix rpacjjOB, 
coflepiKamHx flOMHHHpyiomHe BepniHHbi. HanoMHHM, hto BepniHHa rpacjaa, CMeiKHaa c KaiKfloii 
flpyroH ero BepniHHOH, HasbmaeTCH doMUHupymineu. Hcho, hto ecjiH rpacj) nopaflKa n coflepjKHT 
\cn\ (0 < c < 1) flOMHHHpyion],Hx BepniHH, to oh hmcct ne Menbine cn{cn — l)/2 + [cn](n — \cn\) 
pe6ep. ^aHHoe cbohctbo po^hht rpacjjbi, coflepjKamne flOMnHnpyromne BepniHHbi, c hjiothbimh 
rpa4)aMH. 

Eme OflHO BaiKHoe cbohctbo peajiHsycMbix rpacjaoB, co^epiKamnx s (s ^ 1) flOMHHHpyromnx 
BepniHH, cocTOHT B TOM, HTO KajKflbiit TaKOH rpacj^ /i;onycKaeT npe/^CTaBjienne b bh^c Kg + F[Ks+i], 
r^e F - HeKOTopbift peajiHsyeMbift rpacj) 5e3 flOMHHHpyromnx BepniHH. 

OcHOBbiBaacb Ha flannoM npeflCTaBjienHH, mbi ycTanoBHjiH, hto Hpo6jieMbi: cymecTBOBannH, /- 
peajiHsycMOCTH, z -peajiHsycMOCTH ocTaiOTca HepaspeniHMbiMH h b tom cjiynae, ecjiH orpaHHHHTbca 

HpOHSBOJIbHblMH KOHeHHBIMH KJiaCCaMH !K, COCTOHmHMH H3 rpa(J)OB Hi , H2 , • • • , Hk , V KOTOptlX 
= \H2\ = . . . = \Hk\ H TaKHX, HTO KajKflblH Hi COflCpaCHT pOBHO S flOMHHHpyiOn],HX BepniHH. 

KpoMC Toro, ycTaHOBjicHO, hto CHeH,HajibHa5i Hpo6jieMa z -peajiHsycMOCTH HepaspeniHMa TaxiKC 
B TOM cjiynae, Kor^a H - KonenHbiH rpacJ) BH^a Kg + F[Ks+i], r^e -F - npoHSBOjibHbiil cbhshbih, 
HjTOCKHH HjiH peryjiHpHbiH rpacJ) 6e3 flOMHHHpyiomHx BepniHH. 

Cpe/iR /ipyrnx HHTepecHbix cjie^CTBHii Bbi^ejinM cjTe/i;yTOin,ee: Hpo6jTeMa e/^HHCTBeHHOCTH 
jiOKajibHO {Ks + Fi[Ks+i] : i = l,k} -rpacjja pemaeTca nojiojKHTejibHO b tom h tojibko b tom cjiynae, 
Kor^a ona pemaeTca HOJiOiKHTCJibHO ^jih jioxajibHO {Fi : i = 1, A;} -rpacjaa, |i^i| = |i<2| = . . . = \Fk\. 

SaMCTHM, HTO rpacjjbi, cpe^H BepniHH KOTopbix ecTb xoth 6bi o;^Ha flOMHHHpyToin,aH, ^ocTaTonno 
pe/];KH [5, c. 51]. TaKHM o6pa30M, pesyjiBTaT, nojiyHeinibiH b HacTOHin,eH pa6oTe, mojkbt 
paccMaTpHBaTbCH KaK em,e o^hh apryMCHT b nojibsy ajiropHTMnnecKOH cjiojkhocth o6o6u],eHHOH 
npo6jieMbi OKpyaceHHH flaace ^jih ncKOTopbix acHMHTOTHnecKH ysKHx KjiaccoB rpa4)0B. 

IlpHBefleM onpeflejieHHH ochobhbix onepai^Hii na^ rpacjaaMH, KOTopbie ncnojiBsyiOTCH b CTaTbe. 

IlycTb Gi = {VGi, EGi) {i = 1,2) - /^Ba rpacf^a. HpouseedenueM Gi x G2, KOMno3uv,ueu 
Gi[G2] nasbiBaiOTCH rpacj^bi, mho^kcctbom BepniHH KOTopbix HBjiJieTca ^eKapTOBO npoHSBe^eHHe 
VGi X VG2, a CMCiKHOCTb BepniHH {ui,U2) H (^1,^2) saflacTCH cjieflyTOin,HMH ycjiOBHHMH: 

a) fljiH Gi X G2 : jih6o ui = vi h U2V2 £ EG2, jih6o ^2 = ^2 h ^^i^^i £ EGi; 

6) fljiH Gi[G2] : jih6o uivi G EGi, jih6o ui = vi h U2V2 G EG2- 

IlycTb G - rpacJ) nopsiflKa n , ip : VG — > {1, 2, . . . , n} - 6HeKi],HJi, i^i, i/2, • • • , Hn - KonenHbie 
rpa4)bi, npnneM VHi n VH2 Pi . . . fl VHn = 0. Onpe^ejinM onepai^Hio pacmupenuH rpa4)a G no 
rpacJaaM Hi,H2,... ,Hn, o6o3HaHaeMyio nepes G [Hi, H2, ■ ■ ■ ,Hn], cjieflyioiii,HM o6pa30M: 

ViG^[Hi,H2,... ,Hn]) = (jVHi 

i 

H ffse BepniHHbi u E H^ , v & Hj CMCiKHbi b rpacjje G <— [Hi , H2 , • • • , Hn] , ecjiH jih6o i = j a 
BepniHHbi u, V CMcacHbi B rpa4)e Hi , jih6o i ^ j m BepniHHbi <^~^(i), </'~^(j) CMeacnbi b rpa4)e G. 

1. CBoiicTBa peajiHsyeMbix KjiaccoB rpa(|)OB 

ycTanoBHM HpeflBapHTCjibHO neKOTopbie nojiesnbie 4)aKTi>i. 

Jleuma 1. Hycmb N{Gi) = {Hi, H2, . . . , Hk} u N{G2) = {Fi,F2, . . . ,Fi}, gde Gi u G2 - 
KOHEHHue zpa^u, k ^ 1, 1^1. Tozda eepuu CAedytoinue dea paeeucmea: 
a) A^(Gi[G2]) = {{F,+Hi[G2] : i^T^fc, j^TT/)}, 

6) N{Gi X G2) = {{Hi UFj :i = l, k, j = 1, 1)}. 

B Hacmnocmu, ecAU G2 - peajiuaanuH zpa^ F, mo A^(Gi[G2]) = {F + Hi[G2\ : i = l,k}, 
N{Gi xG2) = {FUHi : i = TTfc}. 
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^OKasaTejiBCTBO. Safla^HM na VGa 6HHapHoe OTHomeHne ctq (a = 1,2) : Gyp^eu nncaTt 

UGaV eCJIH H TOJIBKO eCJIH G a{N {u)) = G a{N {v)) . OneEHflHO, CJq- - OTHOmeHHe SKBHSajieHTHOCTH. 

CjieflosaTejiBHO, a a pa36HBaeT VGa na KjiaccBi SKBHBajieHTHBix sjieMCHTOB. IIojiojkhm 

VGi/ai = {Ui :i = TJ^}, FGaM = {Vj : j = IT?}, 
Tflfi Gi{N{u)) = Hi fljiH KajKflOH BepniHHBi u ^ Ui TL G2{N{v)) = Fj fljiH KajKfloii BepniHHBi ^Vj. 

C nOMOmBK) CJl H (T2 nOCTpOHM SKBHBajieHTHOCTB (T3 Ha yGl[G2], nOJIOJKHB {ui, U2) (Ts {vi, V2) , 
eCJIH lii O"! f 1 H U2(T2f2- OHeBHflHO, yGi[G2]/cr3 = {C/j X Vj- : i = l,k, j = 1,1}, a TaK KaK flJIH 

(n,n') G yGi[G2] 

N{{u,u'),Gi[G2]) = {N{u,Gi) xVG2)U {{u} x N{u' ,G2)), 

TO OTo6pajKeHHe VGi[G2]/cr3 ^ N{Gi[G2]), npn KOTopoM UiXVj ^ Fj + Hi[G2] cctb ciopteKi^HH. 
OTCiofla H BBiTCKaeT cnpaBefljiHBOCTB paBCHCTBa a). 

HoBTopHH npe^Biflymne paccyjKfleHHH h ynHTBiBaa, hto 

iV((n,n'),Gi X G2) = (iV(n,Gi) x {n'}) U (M x iV(n',G2)), 

npnxoflHM K paBCHCTBy 6). 

^jiH flOKasaTCJiBCTBa paBCHCTB a), 6) B cjiynae N{G2) = {F} flocTaTOHHO jinniB saineTHTB, hto 
rpacJjBi FUHi h FUHj, a TaKHce F + Hi[G2] h F + Hj[G2] h30mop4)hbi Torfla h tojibko Torfla, 
Kor^a H30Mop(J)HBi rpa(J)Bi Hi h Hj. JleMMa 1 flOKasana. 

SaMCTHM, HTO B o6n],eM cjiynae peajiHsyeMOCTB flnstiOHKTHoro 06'BeflHHeHHH HUF ne HBjiaeTCH 

flOCTaTOHHOH flJIH Cyn],eCTBOBaHHH rpacJjOB Gl H G2 TaKHX, HTO N{Gi) = {H}, N{G2) = {F}. 

IlpHMepoM TaKoro rpa4)a c HaHMeHBiuHM hhcjiom BepniHH cjiyjKHT P3 U K2. ^eficTBHTejiBHO, 
OTcyTCTBHe KaKHx-jiH6o peajiH3ai];HH fljiH rpacj^a P3 BBiTexaeT, nanpHMep, h3 cjieflCTBHH 1, a o^hh 
H3 B03M0JKHBIX cnoco6oB nocTpoeHHH i];ejioro ceMeficTBa jiOKajiBHO P3 U K2 -rpacJjOB npeflCTaBjien na 
pnc. 2. 3tot cnoco6 ocHOBan na HcnojiB30BaHHH cpe^nHHO reoMCTpHHecKoro rpacjja M{L) jiio6oro 
njiocKoro 4-peryjiHpHoro 2-CBH3Horo rpatjja L, ne coflepacamero rpanefi, orpaHHHeHHBix MeHBine, 
HCM HeTBipBMH pe6paMH (onpe^ejieHHe rpacj^a M{L) cm. b [25, c. 124]). 




Phc. 2. <I>parMeHT nocTpoenHfl peajiHsaiiHH rpacjja P3 U K2. 

PaccMOTpeHHBiii npniviep no cymecTBy cjiyjKHT nepBBiM npoHBjieHHeM 6ojiee o6mero pe3yjiBTaTa, 
corjiacHO KOTopoMy, KajK^Bifi KOHenHBif! rpacj) HBjiaeTCH no^rpacJjOM HCKOToporo KoneHHoro 
peajiH3yeMoro rpacjja [2, 21]. 

HnjKe OKajKCTCH nojie3HBiM cjieflyromnii pe3yjibTaT. 

JleMMa 2. /I^Aii JiH)6ux uamypajibHux Huceji run, maKux, nmo 1 ^ r ^ n, cymecmeyem 
deydoAbHuu r -pezyAMpnuu spacp nopMdna 2n. 

^0Ka3aTejiBCTB0. ByflCM flOKa3biBaTb HHflyKi^Heii no nncjiy n. Ilpn n = 1,2 jieMMa 
TpHBHajibHa. IlycTB n > 2 H fljia n — 1 h Bcex r, TaKHx, hto 1 < r ^ n — 1, nycTB jiCMMa Bepna. 
IloKajKeM, HTO OHa Bepna fljiH HHCJia n h fljisi Bcex hhccji r, noflHHHenHBix nepaBencTBaM 1 ^ r ^ n. 

IlycTb G = {X,Y,E) - flByflOJiBHBiH r -peryjiapHBin rpacj) nopH^Ka 2(n — 1), r^e r - 
npoH3BOjibHoe HHCjio, 1 ^ r < n — 1. Bbi6epeM b stom rpacjje r nonapno necMejKHbix pe6ep 
61,62,- ■■ ,6r, r^e Cj = UiVi, Ui G X, Vi £ Y {i = l,r). 3to Bcer^a mojkho cflejiaTb, TaK 
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KaK B J11060M HenycTOM peryjiapnoM flsyflOjibHOM rpacjje cymecTByeT coBepmeHHoe napocoHCTaHHe 
(MHOJKecTBO nonapHO necMejKHbix pe6ep rpacjaa, noKptiBaromnx see ero BepmnHti). PaccMOTpHM 
rpatj) G* , y KOToporo VG* = X UY U {u, f}. B mhohccctbo pe6ep SToro rpacjja bkjiiohhm, bo- 
nepBBix, Bce pe6pa rpacj^a G, OTjiHHHtie ot ei, 62, . . . , Cr, a bo-btopbix, see pe6pa BH^a uvi h BH^a 
vui (i = l,r). JlerKO bhactb, hto nocTpoeHHbifi TaKHM o6pa30M rpacj) G* hmcct nopaflOK 2n h 
o6jiaflaeT nyjKHBiMH CBoiiCTBaMH. Ecjih r = n, to mbi BnpaBe CHHTaTb, hto G* = K^^n- JleMMa 2 
flOKasana. 

Cjie^yiomaH jieMMa yKasbmacT na Tecnyio cbhsb, cymecTByiomyio Meac^y peajiHsyeMOCTbio 
KjiaccoB {Hi,H2,. . . ,Hk} h {{Hi U 0^, H2 U On2, ■ ■ ■ , Hk U Onk)}, r^e ni, n2, . . . , nfc - 
npoHSBOjiBHbie HaTypajiBHbie nncjia, noflHHHeHHbie ycjiOBHio 

l^^il + ni = IF2I + 712 = . . . = \Hk\ + nfc. (1) 

Jl e M M a 3. /l^AM KOHCHHUX nonupHO Heu30Mop(pHux spacfyoe Hi, H2, ■ ■ ■ , H^ [k ^ 1) cjiedytovnue 
dea ymeepcHcdeHUM paenocuAbHu: 

i) cymecmeyem KoneHHUu zpa(f) G, y nomoposo N{G) = {Hi, H2, ■ ■ ■ ,Hk}; 

ii) dAH AK>6ux HamypaAbHux hucba ni,n2,... ,nk, nodnuHeHHUx ycAoeuw cyuj,ecmeyem 
maKou KOHEHHUU pezyAHpHuil zpa(^ Gq, umo N{Gq) = {{Hi U Oni,H2 U 0„2 5 ■ ■ ■ , U 0„j,)}. 

^OKasaTejibCTBO. i) ^ ii). IlycTb p - MaKCHMajibHaa, & q - MHHHMajibHaa h3 CTenenefi 
BepniHH rpacjaa G, n = p — q. IlycTb, ^ajiee, G* = G x Kn+m,n+m, r^e m - nponsBOJiBHoe 
HaTypajiBHoe hhcjio. Tor^a TaK KaK OKpyHcenne KajK^ofi BepniHHbi b Kn+m,n+m nopojKflaeT On+m, 
TO, corjiacHO jieMMe 1, N{G*) = {Hi U On+m : i = 1;^}- Mbi nocTpoHM npeo6pa30BaHHe vr rpacjja 
G* B peryjiapHbiH rpacj) Go TaKoe, hto N{Go) = {{Hi U 0^, • • • U On^)}- 

^jia SToro onpeflejiHM na VG* 6HHapHoe OTHomeHne ~, hojiohchb {ui,U2) ~ {vi,V2) flJis 
BepniHH (mi,M2) h {vi,V2), ecjiH ui = Vi. OneBHflHO, hto sto OTHomeHne ecTB SKBHBajieHTHOCTB. 
CjieflOBaTejiBHO, mbi nojiynnjin pa36HeHHe MHoacecTBa VG* na KjiaccBi, othcch b o^hh Kjiacc Bce 
BepniHHBi, SKBHsajieHTHBie Apyr ^pyry. IlycTB 

VG* = ViUV2U ...UVt (2) 

- TaKoe pa36HeHHe. JlerKO nposepHMTCH cjieflyromne CBottcTsa Kjiaccos Vj, j = l,t : hhcjio t sthx 
KjiaccoB paBHO nopHflKy rpacjja G, G*{Vj) = Kn+m,n+m h, HaKOHeu;, ^jih jiio6bix flByx BepniHH 

{ui,U2), {vi,V2) G Vj HMeeT MCCTO H30M0p(J)H3M G{N{ui)) = G{N{vi)). 

IlyCTb Vj - npOH3BOJIBHbIH KJiaCC pa36HeHH5I (^) H [u, u') - npOH3BOJIbHaH BepniHHa H3 STOrO 
KJiaCCa. IIOJIOJKHM 

^3 = degG u-q. 

Tor^a Ha ocHOsaHHH jieMMbi 2 G*(V^ ) coflepjKiiT (5^ -peryjiiipHBifi no^rpacj) Fj nopsiflKa 2(m + n). 
B nacTHOCTH, npH 5j = CHHTaeM VFj = VG*{Vj), EFj = 0. BbinojiHHM TenepB cjieflyioni,ee 
npeo6pa30BaHHe rpacjja G* : yflajiiiM b stom rpacjae Te h tojibko Te pe6pa Ho^rpacjaa G*{Vj), 
KOTopBie BomjiH B MHOJKecTBO EFj. JlerKO BHfleTB, HTO B nojiyneHHOM B pe3yjiBTaTe TaKoro 
npeo6pa30BaHHH rpatjje, OKpyHcenne BepniHHBi {u, u') 6yfleT Hopoac^aTB Gu U , r^e Gu — 
G{N{u)) H rij = n + m — 6j. B nacTHOCTH, OTCKJ^a h h3 Hpe^Biflymero bbibo^hm 

I I + nj = I Gu \ + n + m — 6j = \Gu \ + n + m — (deg^ u — q)=n + m + q = m + p. (3) 

IlpHMeHHB HocjieflOBaTejiBHO yKa3aHHoe npeo6pa30BaHHe k Kasc^oMy h3 ocTaBinnxcH KjiaccoB 
pa36HeHHH nojiyHHM, corjiacHO KOHenHBiii {m+p) -peryjiapHBii! rpatj), KOTopBii! o6o3HaHHM 
Hepe3 vr(G*). H3 CHOCo6a HOCTpoenHsi rpacjja vr(G*) hcho, hto 

iV(vr(G*)) = {{Gu U On, : (n, u') G Vj, j = M)} = {{Hi U : i = T^fc)}, 

r^e \Hi\+ni = m+p, i = l,k. CjieflOBaTejiBHO, nojiaraa Gq — 7r(G*) h yHHTBrnaa npoH3BOjiBHOCTB 
napaMCTpa m, HOjiyHHM Tpe6yeMoe. 
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ii) =^ i). 06paTH0, nycTb ^jih jiio6bix HaTypajibHbix hhccji ni,... ,nfc, noflHHHeHHbix 
ycjiOBHK) (|l]), cymecTByeT TaKoft KoneHHtiH rpacj) Gq, hto N{Go) = {{Hi U Om, . . . ,Hk U On^)}- 
BosMOJKHbi flsa cjiynaa: a) rpacjjbi -ffi, . . . ,Hk ne HMeiOT HSOjinposaHHtix sepmHH, 6) no KpaHHen 
Mepe oflHH Hi (1 ^ i ^ k) coflepjKHT HSOJinpoBanHtie BepniHHbi. 

PaccMOTpHM cnepBa cjiynaH a). Hama u^ejib - nocTpoHTb h3 rpacjja Go TaKOii rpacjj G, hto 
N{G) = {Hi, . . . , Hi:}. SaMCTHM cpasy, hto rpacjjbi HiUOm , • • • , -fffcUO„j. nonapno HeHSOMopcJjHbi. 
riosTOMy ecjiH nepes H'- o6o3HaHHTt. no^rpacj) rpacjja Hi U 0„ . , nopoHCflenHbiH mhohccctbom Bcex 
ero HensojiHpoBaHHbix BepniHH, to OKa>KeTCH, hto H!^ = Hi, i = l,k. YflajinB Tenepb h3 Gq Bce 
oco6ue pe6pa, T.e. pe6pa, ne BxoflHmne hh b o^hh TpeyrojibHHK (i];hkji C3 ), mm nojiy^HM rpacj) G' , 
KOTopbifi, oneBHflHO, HBjiaeTCH KoneHHOH peajiHsai^Hefi Kjiacca {H'- : i = l,k}. HocjieflHee b cnjiy 

H30MOp4)H3Ma = Hi {l = 1, k) flaCT HaM npaBO CHHTaTb, HTO G = G' . 

HepefifleM Tenepb k cjiynaio 6). B stom cjiynae mm ne 6yfleM npoBOflHTb TOHnyio, ho 
rpoMOSflKyio npon;e/];ypy nocTpoennH rpacjja G. CymecTBOBanne TaKoro rpacjja jierKO ycMOTpeTb h3 
cjieflyiomero. Ho cnncKy HiUOn^, . . . , Hj^UOnf,, cpeflH rpacJjOB KOToporo MoryT 6MTb nsoMopcJjHbie, 
ccJjopMHpyeM cnncoK "K' , cocTOHmnft h3 rpacJaoB H[, . . . , Hj^. S^ecb H-, kslk h panbrne, - noflrpacj), 
nopojKfleHHMH MnoHcecTBOM Bcex nensojinpoBannbix Bepmnn rpatjja Hi U 0„. , i = l,k. He 
HCKjironeHO, hto npn neKOTopoM i H[ - rpacj) c nycTbiM MHO>KecTBOM Bepmnn. B TaKOM cjiynae no 
onpe^ejiennio nojiojKHM H[ = Kq, npnneM cnnTaeM, hto Ki - CBHsnaa peajin3an;HH rpacjja Kq. 

He yMenbuiaH o6n],HOCTH, npeflnojioJKHM, hto nepBbie I {I ^ k) rpacJjOB, BxoflHu^ne b cnncoK 
"K', nonapno nensoMopcJjnbi. OneEHflno, yflajins ns Go Bce oco6bie pe6pa, nojiynnM rpacj) G', y 
KOToporo N{G') = {H[ : i = 1,/}. Bes noTepn o6n],nocTn paccyacflennn MOHcno CHHTaTb, hto G' - 
HeTpnBHajibHbiH rpacj). CbHJKeM Tenepb c Ka>KflbiM rpacJjOM H[ (i = 1,1) n;ejioe HeoTpHn;aTejibHoe 
n- - nncjio rpacJjOB ns "K', KOTopbie nsoMopcJjnbi H'-. HycTb 

n = max{n'^, . . . , n^}, m = maxjmj : Hi = H[ U Orm j ^ = !> 

PaccMOTpHM rpacj) G* , cocTOHmHit H3 n Konnii ^exapTOBa nponsBeflennH G' x Kjn,m- ^Icno, hto 
G* - Konennaa peajiH3an;nH Kjiacca {H'^UOm ■ i = 1,1}. B Toace speMH b rpacjje G* c TonnocTbio 
flo yflajieHHH neKOToporo noflMHOJKecTBa oco6bix pe6ep mojkho Bbi^ejiHTb TaKoft octobhmh no^rpacj) 
G, HTO N{G) = {Hi, . . . ,Hk]. OneBHflno, sto sosMoacno. JleMMa 3 ^OKasana. 

HycTb y = {Fi,F2,--- ,Fk} - nponsBOJibKbin KoneHKbiH Kjiacc rpa4)0B 6e3 flOMnnnpyromnx 
BepniHH H TaKHx, HTO \Fi\ = \F2\ = ... = \Fk\. Torfla Bepna 

JleMMa 4. Heeo3MOMceH ajizopumM, pacno3HaH)ut,uu no KJiaccy 9", cyut,ecmeyem Jiu KoueHHUu 
pezyjisipHuu spacf) G, peajiuaymvuuu 3". 

^OKasaTejibCTBO. HycTb, nanpoTHS, BOSMoacen ajiropnTM A, onpeflejiaiomnn no 
npoHSBOJibHOMy Kjiaccy 3", noflnnneHHOMy ycjiOBHHM jieMMbi, cymecTByeT jin KoneHnbin 
peryjiHpnbiH jiOKajibno IF-rpaclj G. PaccMOTpnM nponsBOjibnbin Konennbin Kjiacc !K, cocToamnn 
H3 rpacJjOB Hi,... Ha ocnoBannn jieMMbi 3, mm BnpaBe CHHTaTb, hto KoneHnbift rpacj) G* , 

peajinsyiomnn !K, cymecTsyeT Tor^a n tojibko Tor^a, Kor^a ^jih jno6MX naTypajibnbix nnceji 
ni, . . . ,nk, noflHHHeHHMx ycjiOBHio (|l|), cymecTByeT TaKon KonenHbiH peryjiHpHbift rpacj) Go, hto 

N{Go)={{HiUOn„... ,HkUOn,)}. 

CjieflOBaTejibHO, noflabasi na Bxop, ajiropnTMa A Kjiacc {{Hi U Om,--- ,Hk U 0^^)}, mm 
MOHceM ycTanoBHTb cymecTBOBanne rpacjja Go, a snannT, n cymecTBOsanne rpacjja G*. Ho 
nocjie^nee neBOSMOJKHO, h6o, corjiacno TeopeMe 2, npo6jieMa / -peajinsyeMOCTH ajiropnTMnnecKH 
nepaspeniHMa. JleMMa 4 ^OKasana. 

OTMeTHM emfi o^ny jiK)6onbiTHyio cbhsb MejK^y peajinsyeMOCTbK) KjiaccoB {Hi, H2, . . . , -fffc} h 
{niHi U n2i?2 U . . . U n^iJ^}, r^e ni,n2, . . . ,71^ - nponsBOjibnbie naTypajibnbie nncjia, a nH - 
rpacjj c n KOMnonenTaMH, Ka^K^aH ns KOTopMx nsoMopcJjna H. 

JleMMa 5. /l^AM KOHCHHUX HonapHO Heu30Mop^Hux CBHSHUX spacpoe Hi, H2, ■ ■ ■ ,Hk {k > 1) 
CAedymvu^ue dea ymeepcHcdeHUM paenocuAbHu: 

i) cyinecmeyem spacf) G, UMewuiflLU ne 6oAee hem CHemnoe MHODtcecmeo eepmuH, y Komopozo 
N{G) = {Hi,H2,... ,Hk}; 
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ii) djiH JiK)6ux HamypajibHux uuceji ni,n2, ■ ■ ■ ,nk cymecmeyem maKoil ceMSHUu 6ecK0HeHHUu 
pezyjisipHuu spacp Gq, umo N{Gq) = {H}^ zde H = riiHi U n2-ff2 U . . . U UkHk- 

K as aT e JI b c T B o. i) ^ ii). PaccMOTpHM no/];po6Hee cjiyHafi, Kor^a G - cbhshbih KOHenHbifi 
rpacj), TaK KaK npoi^e^ypa nocTpoennH rpacjja Go b stom cjiynae ynpomaeTca. 

IlycTB G - TaKoft rpacj) n H = niHiU. . .Un^iffc, r^e ni, . . . , - npoHSBOJiBHBie naTypajiEHBie 
HHCjia. ^JiH flOKasaTejibCTBa cymecTBOBaHHH CBHSHoro 6ecKOHeHHoro rpacjja Go, y KOToporo 
iV(Go) = {H}, CHanajia HH^yKTHBHO nocTpoHM nocjieflOBaTejibHOCTb S = (Gi,G2,... ,Gi,...) 
CBHSHbix KOHeHHbix rpacJjOB Gi TaKHx, HTO N{Gi) = N{G) H N{Gi) = N{G) U {H} fljia i ^ 2. 
HojioJKHM Gi = G. IlycTb rpacj) Gj yjKe nocTpoen, i ^ 1, h nycTb Bce BepniHHbi ero sanyMepoBaHbi 
nocjieflOBaTejibHbiMH HaTypajibHbiMH HHCjiaMH, a OKpyaceHHe KaacflOH u G VGi nopoHCflacT 
noflrpacj), nsoMopcJjHbm jih6o rpacjjy H, jih6o rpacjjy Hj ^jih neKOToporo j £ {1, . . . ,k}, npmem 
cymecTByeT Taxaa Bepmnna v G VGi, "^to Gi{N(v)) ne HSOMopcJjen H. 

Bbi6epeM b rpacjae Gj BepniHHy w c HaHMenbinHM HOMepoM h TaKyro, hto Gi{N[w)) ne 
HSOMopcJjen H. He HCKjnoHaa o6n],HOCTH paccyjKfleHHit, 6yfleM CHHTaTb, hto Gi{N{w)) = H^. K 
BepniHHe w "npHKjienM" 

n = ni + 722 + . . . + nfc - 1 

KjiHK Q\, . . . ,Ql^ nopHflKa |G|, ^jih KajK^ofi hs KOTopbix w - e^HHCTBeHHaH BepniHHa, o6maH 
c rpacJjOM Gi (cm. pnc. 3a). Jlio6bie ^bc h3 sthx kjihk ne flOjiJKHbi hmctb o6n],Hx pe6ep. 
PaccMOTpHM Tenepb rpacj) Q, cocTOHmnii h3 BepniHH h pe6ep kjihk Q^,... h sanyMcpyeM 

sjieMCHTbi MHOHcecTBa \ {w} nocjieflOBaTejibHbiMH naTypajibHbiMH HncjiaMn, npeBOCxoflamiiMH 
MaKCHMajibHbiH cpcflH HOMcpoB BcpiuHH rpacjja Gi. 




Phc. 3. FncyHOK k ^OKasaTejibCTBy jieMMbi 7. 

IlycTb Qlyi (1 ^ m ^ 72) - npoHSBOjibHaa MaKCHMajibnaa KjiHxa h3 Q. Bbi6epeM b stoh KjiiiKe 
ocTOBHbift noflrpacj) TaKofi, hto = G h F^{N{w)) = Hj, r^e j = 1 npn 1 ^ ttt, ^ ni, a 
BO Bcex ocTajibHbix cjiynaax HH^eKC j noflHHHen nepaBencTBaM 

ni+n2 + ■ . . + rij^i < m ^ ni + n2 + ■ . . + rij. (4) 

BbinojiHHM cjieflyiomee npeo6pa30BaHne rpacjja Q : y^ajiiiM b stom rpacjje tc h tojibko tc 
pe6pa noflrpacjaa QiVQl^^) , KOTopbie ne bohijih bo MHOJKecTBO EF^. IlpHMeHHB nocjieflosaTejibHO 
yKasaHHoe npeo6pa30BaHHe k KajKfloii h3 ocTaBinnxcH MaKCiiMajibHbix kjihk rpacjja Q, mm nojiynnM 

CBHSHblH KOHeHHblH rpacj), KOTOpblH o6o3HaHHM HCpCS Gj+l, HpHHCM 

VGi+i = VGi U VQ\ U...U VQi, EGi+i = EGi UEFiu...U EF^ 

KaK jierKO BH^eTb, Gi^i{N{vo)) = H. B tojkc spcMsi fljrsi KajKfloii BepniHHbi u G ^Gj+i, u ^ w, 
Gi+i{N{u)) = Gi{N{u)), necjiH v £ {VQ\U. . .UVQi)\{w}, to Gi+i(A^(7;)) = Hj fljia HCKOToporo 
j G {1, • • • ,k}. Hs nocjieflHero Ha6jiio/];eHH5i ii BbinojiHeHHbix nocTpoeHiiii BbiTCKaeT, hto hckommm 
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rpacJjOM Go hejihctch rpacj) co chcthijIm mhohccctbom BepniHH VGq h chcthmm MHoacecTBOM pe6ep 
EGo : 

OO CXi 

VGo = U VGi, EGo = U EGi. 

1=1 i=l 

^encTBHTejiBHO, fljia KajK^of! u € VGq mohcho yKasaTb TaKoe HaHMenbinee hhcjio io, hto u G VGi 
fljiH Bcex i ^ if). CjieflosaTejibHO, BepniHHa u hmcct HeKOTopbifi HOMep 

I G {\G\ + n{\G\ - l){io - I) - e : e = 0, 1, . . . , n(|G| - 1) - l}. 

Ho Torfla no nocTpoenHio Gi-^-i{N{u)) = H, a TaK KaK b flajiBHelimeM OKpyHcenne BepmnHbi u 
coxpaHHeTCH, TO Go - HCKOMbifi rpacj). 

ii) ^ i). IlycTb Go -TaKon 6ecK0HeHHbiH peryjiapHbili rpacj), hto N{Gq) = {niHiU. . .UnkHk}, 
rfle ni,... ,nfc - HaTypajibHbie HHCJia. J^Jisi flOxasaTejibCTBa cymecTBOBaHHH rpa4)a G nocTynHM 
cjieflyiomHM o6pa30M. Bosbmcm npoHSBOjibnyio BepniHHy u G V^Go h pa3o6beM ee OKpyHcenne na 

n = m + n2 + . ■ ■ + Uk 

nacTeii Mi,... , M„ Tax, HTo6bi Go (Mm) — Hj, rp^e, xaK h Bbime, j = 1 npn 1 ^ m < ni, a 
BO Bcex ocTajibHbix cjiynaHx HHfleKC j noflHHHen nepaBencTBaM @j. BbinojiHHM Tenepb cjie^yromee 
npeo6pa30BaHHe rpacjja Go : yflajiHM BepniHHy u bmcctc c HHD;HfleHTHbiMH efi pe6paMH, flo6aBHM 
HOBbie BepniHHbi vi, . . . ,Vn, BepniHHy vi coeflnnnM pe6poM c KajK^oii BepmnnoH ns MHOJKecTBa 
Ml, Bepmnny V2 - c KajK^oii BepmnnoH h3 MnoacecTBa M2 n t. fl. (cm. pnc. 36). JlerKO bhactb, 
HTO B nojiynennoM b pesyjiBTaTe TaKoro npeo6pa30BaHH5i rpacjae, OKpyjKenne BepniHHbi Vm Sy^CT 
nopojKflaTb HOflrpatJ), H30Mop4)nbiH Hj (s^ecb nn^eKCbi m n j tc jkc, hto h panbine), a OKpyacenne 
KajKfloft V G VGq\{u} coxpaHHCTCii, B TOM CMbicjie, HTO noflrpacj), noposc^enHbiH sthm OKpy^KenneM 
HSOMopcJjen H. HpHMennB nocjieflOBaTCjibno yxasannoe npeo6pa30BanHe k KajKflon ns ocTaBinnxcH 
BepniHH rpacjja Go, mbi, ohcbhaho, nojiynnM rpacj) G, y KOToporo N{G) = {Hi, . . . ,Hk}. JlcMMa 
5 flOKasana. 

2. PeajiHsyeMfcie Kjiaccbi rpacJjOB c flOMHHHpyiomHMH 

BepniHHaMH 

B 3T0M pasflejie 6yfleT flOKasano, hto sa^ann 1-4 ^jiji nponsBOjibnbix Konennbix KjiaccoB rpa4)0B 

CBOflHTCH K TCM JKC Safla^aM flJIH KJiaCCOB, COCTOHU],HX H3 rpacJjOB Hi, H2, ■ ■ ■ ,Hk, y KOTOpblX 
\Hl\ = |i?2| = • • • = \Hk\ H TaKHX, HTO KaJKflblH Hi COflepjKHT pOBHO S flOMHHHpyiOmHX BepniHH. 

CTpyKTypnoe cbohctbo sthx KjiaccoB, na KOTopoM ocnoBano CBeflenne, onncbiBaeT 

TeopeMa 3. Hycmb Hi,H2,... ,Hk {k 1) - KoueuHue nonapno HeusoMopcpHue spacfju, 
\Hi\ = \H2\ = ■■■ = \Hk\. Hycmb, dajiee, Kaofcduu zpacf) Hi codepofcum poeuo s doMUHupyH)iu,ux 
eepmuH (s ^ 1). Tozda cjiedytoui^ue dea ymeepcHcdeHUJi SKeueaAeHmHu: 

i) cymecmeyem kohehhuu zpacf) G, y Komoposo N{G) = {Hi, H2, ■ ■ ■ ,Hk}', 

ii ) cyvnecmeymm manou kohehhuu spacjj Go u manue KoneuHue nonapno neusoMopcjynue spacfyu 
6e3 doMUHupywmux eeptuim Fi, F2, . . . , Fj., \Fi\ = \F2\ = ... = |i*A;|, Hmo G = Go[i^s+i] u 
N{Go) = {Fi,F2, . . . , Fk}. Hpu smoM Hi = Ks + Fi[Ks+i] Sam nacucdoao i = 1,2, . . . ,k. 

^OKasaTejibCTBO. i) ^ ii). IlycTb G n Hi,... ,Hk - nponsBOjibnbie rpa4)bi, 
yflOBjieTBopsnomne ycjiOBHsiM TeopeMbi. Safla^HM na MnojKecTBe VG 6HHapHoe OTHonienne a : 
6yfleM nncaTb uav Tor^a n TOjibKO Tor^a, Kor^a 

N{u) U {u} = N{v) U {v}. 

OneBHflHO, CT - OTHonienne SKBHBajienTHOCTH. IlycTb, flajiee, VG/a = {Vi,... ,Vp} - cJjaKTop- 
MHOHcecTBO MHOHcecTBa VG no SKBHBajienTnocTH a. IlpocTO npoBepaiOTCH cjieflyiomne CBoncTBa 

CMejKHblX KJiaCCOB H3 VG/g : 
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B. r. HaHfleHKO, K). JI. OpjiosiiH 



a) G{Vi) - nojiHbiH rpacj), i = l,p; 

6) ecjiH BepniHHa u £ Vi CMejKHa c BepniHHoii v ^ Vj, to u CMejKHa co bccmh BepniHHaMH 

MHOHCeCTBa Vj. 

IlycTb Tenept, rpacj) G^, pa36HeHHe VG/a h 6HeKi];HH (p : VGa VG/a TaKOsti, hto uv £ 
E EGfj ecjiH H TOJiBKO, ecjiH G{(p{u)U(p{v)) - KjiHKa, i.e. G^ - rpacj) coceflCTBa KjiaccoB h3 VG/a. 
Tor^a fljiH G b CHjiy cbohctb a), 6) HMeeM 

G = Ga ^ [Km ) Krip], 

rfle Hi = \ Vi\, i = l,p. 

Tax KaK G - peryjiapHbiH rpacj), to SKBHBajieHTHOCTb a na VG mojkho onpeflejiHTt h TaK: 
uav Torfla h tojibko Tor^a, Kor^a BepniHHa u flOMnnnpyeT b okpccthocth BepniHHti v, T.e. 
B G{N{v) U {v}). TaKHM o6pa30M, Kaacfloe mhohccctbo Vi mohcho paccMaTpHBaTt KaK Kjiacc 

SKBHBajieHTHblX BepHIHH, flOMHHHpyKJmHX B OKpCCTHOCTH HCKOTOpOH BepHIHHBI H3 3TOrO >Ke KJiaCCa. 

HocjieflHee 03Ha"qaeT, hto Vi = {ui} U D{G{N{ui))), r^e Ui - npoH3BOjiBHaH BepniHHa h3 Vi, a 

D{H) - MHOJKeCTBO flOMHHHpyiOmHX BCpiUHH rpacjja H. OTCIOfla H H3 yCJIOBHH TeOpeMBI BBITCKaiOT 

paBencTBa \Vi\ = s + 1, i = l,p. CjieflOBaTejitno, 

G = Gcr ^ [Ks+i,Ks+i, . . . ,Ks+i] = Gcr[Ks+i]. 

IlojiaraH TenepB Gq = G^, nojiyHHM G = Go[Ks+i]. 

Ho ycjiOBHK) N{G) = {Hi,... CjieflOBaTejitno, b G cctb Taxne BepniHHbi ui, . . . ,Uk, 

HTO G{N(ui)) = Hi, i = l,k. PaccMOTpHM OTo6pa>KeHHe 

iP : N{G) ^ N{Go), H, ^ F, ^ GoiN{{^-^TT){ui))), (5) 

r^e vr : VG — > VG/a - KaHOHH^ecKoe OTo6pajKeHHe VG na VG/a, T.e. vr KaacflOH Bepmiine rpacjja 

G CTaBHT B COOTBCTCTBHe KJiaCC SKBHBajieHTHOCTH H3 VG/a, B KOTOpOM 3Ta BepniHHa COflepjKHTCH. 

noKajKCM, HTO V ^ 6HeKi];HH. ^encTBHTejiBHO, B CHjiy npeflbiflymero h c yneTOM jicmmbi 1 ^jih 
KajKfloro rpacjja H = G{N{u)), u G VG cnpaBCflJinBO npeflCTaBjienne 

H ^ Ks + F[Ks+i], (6) 

r^e F = Go{N{{ip~^7:){u))). OTCiOfla JierKO 3aKjiiOHHTb, hto ciopTjeKTHBHO. C flpyroii CToponbi, 
ecjiH rpacjjbi Hi, Hj ne H30Mop4)Hbi, to b CHjiy (||) ne H30Mop4)HbiMH 6y/];yT TaKHce h rpacjjbi 
i<i[-fCs+i]5 CjieflOBaTejiBHO, Fi ne H30Mop4)eH Fj npn i ^ j, T.e. - HH-beKi^HH. 

IlTaK, N{Go) = {Fi,... ,Fk} n Hi = Kg + Fi[Ks+i] {i = 1,A:), r^e cooTBCTCTBHe Mesc^y 
rpacJjaMH Hi h Fi onpeflejieno OTo6pajKeHHeM (|5|). HaKoneij;, h3 (^) BbiTCKaeT, hto Fi ne hmcct 
flOMHHHpyiomHx BepniHH, h6o b HpoTHBHOM cjiy^ae rpacj) Hi = Kg + coflepacaji 6bi 6ojiee 

s TaKHx BepniHH. 

a) ^ i). ^ocTaTOHHO BOCHOJiB30BaTbC5i jicMMOH 1 H HpeflCTaBjieHHeM G = Go[i^s+i]. TeopeMa 
3 flOKa3aHa. 

MacTHBiM cjiynaeM o6u],eH TeopeMBi 3 sibjihctch 

CjieflCTBHe 1. Hycmb eunoAHenu ycjioeuH meopsMU 3. Tozda nojiyuaeM Heo6xoduMue 
ycAoeuM cytu,ecmeoeaHUM zpa(f>a G e cjiedymvueM eude: degf^. u ^ 2s u deg^. u = 2s(mod(s + 1)) 
Bam Kaofcdou eepuiimu u S VHi \ D{Hi) u Kaoicdozo i = 1,2, . . . ,k. 

B CBiI3H C flOKa3aTejIBCTBOM TeopeMBi 3 OTMeTHM eU],e OflHO 06CT0HTejIBCTB0. EcjIH flJIH KOneHHBIX 

rpa4)0B Fi,F2,... ,Fk, yflOBjieTBopaiomiix ycjiOBiiio ii) TeopeMbi, hbho onucan Kjiacc 

3^={Go:N{Go)={Fi,F2,... ,Fk}}, 
TO HBHoe onncanne flonycKaeT h Kjiacc 

S = {G ■.N{G) = {Hi,H2,... ,Hk}}, 



06 oflHOM cneij,MajibHOM cjiy^ae o6o6uj,eHHOii npo6jieMbi OKpyxeHnii 
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rfle Hi = Kg + Fi[Ks+i] {i = l,k), s - npoHSBOjitnoe naTypajitHoe hhcjio. ^eftcTBHTejibHO, KaK 
jierKO BH^eTb, h30mop(J)h3m G = Go[Ks+i] sa^aeT 6HeKi];Hio S — *■ 3^) G i— > Go[Ks+i]- B nacTHOCTH, 
OTCiofla cjieflyeT, hto npo6jieMBi eflHHCTBeHHOCTH KOHennbix jiOKajiBHO {Hi, H2, ■ ■ ■ , -fffc} -rpa4)a h 
jiOKajiBHO {Fi,F2, . . . , Fk} -rpacjja SKBHsajieHTHBi. 

Cjie^yiomaH TeopeMa cJaaKTHHecKH yTsepjKflaeT, hto npo6jieMa cymecTBOBannH, T.e. Kor^a hgt 
HBHbix orpaHHHeHHH Ha KoneHHOCTb HjiH 6ecK0HeHH0CTB peajiH3ai];HH, HepaspeniHMa. 

TeopeMa 4. HeeosMODfcen ajizopumM, onpedeAMKinuu no npouseojibuoMy KoneHHOMy KJiaccy 
CGMSHUX zpa(f)oe !K, cyvnecmeyem Jiu JionajibHO !K-8pa(fi, UMetotnuu ne 6ojiee, hcm CHemuoe 
MHOofcecmeo eepmuH. 

^OKasaTejibCTBO. IlycTB BonpeKH TeopeMe TaKoil ajiropHTM S cymecTByeT. PaccMOTpHM 

npOHSBOJIBHblH KOHeHHblH KJiaCC !K, COCTOHmHH H3 CBHSHblX rpacJjOB Hi, . . . , H^- B CHJiy JieMMbI 5 
Mbl MOHCeM CHHTaTb, HTO JiOKajiBHO JC-rpacJ), HMeiOmilH He 60J[ee, HeM CneTHOe MH03«eCTB0 BepiHHH, 

cymecTByeT Tor^a h tojibko Tor^a, Kor^a fljisi jiio6bix naTypajiBHBix nnceji ni, . . . ,nk cymecTByeT 
CBHSHaa 6ecK0HeHHaH peajiHsai^HH rpacjja 

H^niHiU...UnkHk. (7) 

TaKHM o6pa30M, HOflaBaa na bxo^ ajiropHTMa S Kjiacc !K, mbi ycTanoBHM cymecTBOBanne 
jiOKajibHO IK-rpa4)a h, cjieflOBaTejibHO, cymecTBOBanne CBsiSHoro JiOKajibHO -ff-rpacj^a. Ho 
HOCjie^Hee npoTHBopennT nepaspernHMOCTH CHei^HajibHOii npo6jieMbi i -peajiHsyeMOCTH b Kjiacce Bcex 
HecBHSHbix rpacJjOB (cm. [3]), h6o npeflCTaBjienne (^) HMeeT MecTO flJiH jiio6oro KoneHHoro necBHSHoro 
rpacjaa H. TeopeMa 4 flOKasana. 

B cjieflyiomeli TeopeMe rpacjjbi Hi,H2, ■ ■ ■ ,Hk Te ace, hto b TeopeMe 3. 

TeopeMa 5. /I^Jifi npouseojibuozo kohehhozo KJiacca zpacfjoe "K = {Hi,H2, ■ ■ ■ ,Hk] npoGASMu: 
cymecmeoeaHUM, f -peajiuayeMOcmu, i -peaAusyeMOcmu aAzopumMunecKU nepaspemuMU. 

^OKasaTejibCTBO. PaccMOTpnM cnepBa cjiynaH / -peajinsyeMOCTH. IlpeflnojioJKHM ot 

HpOTHBHOrO, HTO BOSMOHCeH ajITOpHTM C, KOppeKTHO paCH03HaiOn],Hli HO npOHSBOJIbHOMy KOneHHOMy 

KJiaccy J~C = {Hi,... ,Hk}, noflnHHennoMy ycnoBHHM TCopcMbi 3, cymecTBycT jih KOHenHbiii 
JiOKajibHO ^K-rpacJ). IlycTb Fi, . . . , F^ - nponsBOjibHbie nonapno HensoMopcJjHbie rpacjjbi 6e3 
flOMHHHpyiomHx BepniHH H TaKHC, HTO | i^i | = ... = | -Ffc | . IlocTpoHM rpacjjbi 

Ks+Fi[Ks+i],... ,K, + Fk[Ks+i]. 

5ICH0, HTO nOpHflKH 3THX rpacJjOB paBHbl H KaJKflblii H3 HHX COflepjKHT pOBHO S flOMHHHpyiOmHX 

BepiHHH. TaKHM o6pa30M, HOflaBaa na bxo/i; ajiropHTMa C Kjiacc % = {Ks + Fi[Ksj^i\ : i = 1, k}, mbi 
ycTaHOBHM cymecTBOBaHHC KOHCHHoro JiOKajibHO 3C-rpa4)a h, cjie^OBaTejibHO, corjiacHO TeopeMe 3, 
KOHCHHoro JiOKajibHO IF-rpacJja, r^e 3^ = {Fi,... ,Fk}. IlTaK, ajiropHTM C KoppcKTHO pacnosnacT 
KOHeHHbie JiOKajibHO IJ-rpacJjbi. IlojiyHHjiH npoTHBopcHHe c jicmmoh 4. 

HepeHfleM K aiynaio z -peajinsyeMOCTH. IlycTb Bce rpa4)bi Kjiacca "K nsoMopcJjHbi H. Tohho TaK 
Hce, KaK H B jiCMMC 4, ycTanaBjiHEaeTCH, hto cnei^najibHaH npo6jieMa i -peajiHsycMOCTH HepaspeniHMa 
fljiH npoHSBOJibHoro KOHCHHoro rpacjaa F 6e3 flOMHHHpyiomHx BepniHH. Cjie^OBaTejibHO, no 
anajiOTHH co cjiynacM / -peajiHsycMOCTH, hcbosmohcch ajiropHTM, ycTanaBjiHBaiomHii ho J{ 
cymecTBOBanne 6ecKOHeHHoro JiOKajibHO -ff -rpacj^a ^jih H = Kg + F[Ks+i]. 

3Ty anajiornio jierKO npocjie^HTb, eoin saMCTHTb, hto TeopeMa 3 ocTacTCH Bepnoii h b tom 
cjiynae, Kor^a G - 6ecKOHeHHa5i CBHSHaa peajiHsai^na Kjiacca "K = {H}. B nacTHOCTH, h3 
HpoBefleHHbix paccyjKfleHHH oieflycT, hto cnei^najibHaH npo6jieMa i -peajiHsycMOCTH nepaspeniHMa 
TaKJKC B TOM cjiyHac, Kor^a H - KOHenHbiH rpacj) BH^a Kg + FlKg+i], r^e F - npoHSBOjibHbiii 
CBHSHbiH, HjiocKHH HJIH pcryjiHpHbiH rpacj) 6e3 flOMHHHpyiomHx BepniHH (cm. [3]). 

PaccMOTpHM Tcnepb npo6jieMy cymecTBOBaHHsi. KaK HCTpyflHO npocjie^HTb, yTBepjK^eHHH 
jiCMMbi 4 H TCopcMbi 3 BcpHbi TaKJKC B cjiyHac, Kor^a G - rpacj) c ne 6ojiee, hcm chcthbim 

MHOJKCCTBOM BCpiUHH. IloSTOMy, HOBTOpHB paCCyJKfleHHH H3 CJiyHaH / -peajIHSyCMOCTH H yHHTblBaH 

TCopcMy 4, HOjiyHHM yTBepjKfleHHC o tom, hto npo6jieMa cymecTBOBanHH ^jih Kjiacca "K 
ajiropHTMHHCCKH HepaspeiHHMa. TeopeMa 5 flOKasana. 
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ITycTB A - u^ejian KOHCTanTa, A > 1. Kjiacc D rpacJjOB HasoBCM X-6au3kum k njiOTHOMy, a 
caMH rpacjjbi G G !D - X-6au3KUmu k njiOTHbiM, ecjiH BtinojiHHiOTCH cjieflyromne ycjiOBHH: 

a) cymecTByeT TaKaa 4)yHKi];HH £ : N ^ N, hto 

hm „ = c, 

n— >oo c(nj 

r^e c - KOHCTaHTa, c ^ 0; 

6) HHCjio pe6ep KajK^oro rpa4)a G € 2) nopH^Ka n ne MCHbine £(n). 
HenocpeflCTseHHO h3 TeopeMti 5 BbiTCKaeT 

Cjie^CTBHe 2. ^/i^ npouseojibuozo kohehhozo KJiacca zpa^oe \-6jiu3kux k njiomnuM 
npo6jieMu: cytii,ecmeoeaHUM, f -peaAusyeMOcmu u i -peaAusyeMOcmu aAzopurriMUHecKU 
nepaspemuMU. 

^OKasaTejibCTBO. IlycTE. A'^ - nponsBOJiBHoe, a // - cJ^HKCHposaHHoe HaTypajibHbie HHCJia. 
IlycTb, flajiee, Fi, . . . ,Fk - npoHSBOjiBHbie nonapno HensoMopcJjHbie rpacjjbi 6e3 ^OMHHHpyiomHx 
BepniHH, npHHCM \Fi\ = . . . = \Fk\ = N. Bbi6epeM naTypajibHoe n Tax, hto N = •n}/^^ h nocTpoHM 
rpacjjbi Hi = Kn + Fi[Kn+i], i = l,k. JJ^Jisi nopHflKa rpacjja Hi, OHesHflHO, sepHO acHMnTOTHnecKoe 
paseHCTBO 

\Hi\r^ n oo. 

HcHO TaKHce, hto KajK^bifi rpacj) Hi coflepjKHT poBHO n ^OMHHHpyiomHx BepniHH. CjieflosaTejibHO, 
corjiacHO TeopeMe 5, fljiH Kjiacca {Hi : i = l,k} npo6jieMbi cymecTBOBannH, / -peajinsyeMOCTH h 
i -peajiHsyeMOCTH ajiropHTMH^ecKH HepaspeniHMbi. 

BosbMCM Tenepb naTypajibHoe hhcjio A = h noKa>KeM, hto Kjiacc {Hi : i = l,k} HBjiHeTCH 

A-6jih3khm k njiOTHOMy. KaK jierKO nposepHTb, 

2\EHi\ = 3n(n + l)n^/^ + 2(n + l)'^\EFi\ + n(n - 1). 

HcnojibsyH nocjie^Hee paseHCTBO, nojioacHM 

£(n) = ^n{n + l)n^/'^ + (n + 1)^M + ^n(n - 1), (8) 

r^e M = min I I . He orpaHHHHBaa o6n],HOCTH paccyjKflenHH, mojkho CHHTaTb, hto 

i=l,fc 

1//^^ n ^ oo, (9) 
r^e 7 - nocTOHHHaa. Hs (|8|) h (|9|) nojiynaeM acHMnTOTHKy ^jih cJjyHKi^HH £(n) 

£(n) ~ + 7)n^+^/- = + 7) {n^^'/^y-'^''"'', n ^ 00. 
CjieflOBaTejibHO, ynHTbisaH paBencTBO A = /i + 1, HaxoflHM 

/ , \2-l/A 

lim ^ = 9 + ^ 

n^oo Gin) \ 2 



OTCiofla H BbiTeKaeT cnpaBefljiHBOCTb cjie^CTBHa. 
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